PRZEKSZTALCENIA W PRZESTRZENI 3D czyli matematyczny zawrot glowy
Cze$¢2 :Rodzaje uktadow wspotrzednych. Obroty i Skalowanie

Witam wszystkich zagorzatych grafikow. Tak jak pisalem w poprzedniej czesci naszych
matematycznych rozwazan, pozostaly nam do zglebienia zagadnienia dotyczace rodzajow
uktadow wspotrzednych oraz obrotow i skalowania w przestrzeni 3D (no i jeszcze rzutowania
ale to juz w nastgpnej czgsci). W przypadkach obrotoéw i skalowania przyda nam si¢ wiedza
z Kacika Matematycznego jaki zawarlem w poprzednim artykule. Zatem Ci ktérzy nie
pamigtaja o co chodzi w operacjach na macierzach niech czym predzej siggna po poprzedni
numer i przypomna sobie podstawowe zasady mnozenia macierzy aby w petni zrozumie¢
problematyke obrotoéw i skalowania. Zanim jednak przejd¢ do omawiania dalszych
przeksztalcen, powiem (a raczej napisze) troch¢ o rodzajach uktadow wspoirzednych jakie
mozna napotka¢ w grafice 3D.

Podczas pracy z softem graficznym mozna si¢ zetkna¢ z kilkoma rodzajami uktadow,
natomiast najwazniejszymi sa uktad wspotrzednych widoku (View), globalny uktad
wspotrzednych (World) oraz lokalny uktad wspotrzednych (Local).

Uktad wspotrzednych widoku jest domy$lnym uktadem wspotrzednych transformacji (np.
w 3D Studio), ktory opiera rozmieszczenie osi X,Y 1 Z na oknie widokowym. Uktad
wspotrzedny tego typu jest wykorzystywany domyslnie przez wszystkie ortogonalne widoki
sceny.

Globalny uktad wspotrzednych (World), jest standardowym uktadem okreslajacym
wspotrzedne przestrzeni Swiata. W uktadzie tym osie X, Y, Z sa ustawione zawsze w tym
samym kierunku. Wszystkie obiekty umieszczone w §wiecie posiadaja wtasne lokalne uktady
wspotrzednych (Local), wykorzystywane gtownie przy obracaniu podczas ktdérego obracamy
rowniez tenze lokalny uktad wspotrzednych.

Poza tymi uktadami istnieje jeszcze bardzo wazny uktad wspotrzednych rodzica (Parent).
Uktad ten wykorzystuje si¢ w przypadkach tworzenia hierarchii obiektéw rodzic — potomek.
Jezeli posiadamy obiekt potomny, powiazany z obiektem macierzystym, to lokalny uktad
wspotrzednych obiektu macierzystego staje si¢ rowniez lokalnym uktadem wspotrzednych
obiektu potomka. Uktady wyzej opisane stosowane sa w grafice 3D (zwlaszcza w programach
typu 3D Studio) zdecydowanie najczesciej. Ponizej przedstawie obiekty 1 powiazane z nimi
omoOwione uktady wspotrzednych oméwione powyze;j.
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Uktad wspotrzednych rodzica (Parent) pokazuj¢ na ponizszej ilustracji.

Rys 2. Obiekt z uktadem wspotrzednych rodzica (Parent)

Tak mniej wigcej wygladaja najczesciej wykorzystywane uklady wspotrzednych. Teraz
przejdziemy do dalszej czesci transformacji obiektéw w grafice 3D czyli do obrotow
1 skalowania.

Podobnie jak w przypadku translacji obrét obiektu w przestrzeni 3D wokot osi X,Y lub Z
definiuje si¢ jako mnozenie macierzy. W zaleznosci od osi wokot ktorej bedziemy obracaé
nasz obiekt, macierze obrotu beda przyjmowaly troch¢ inng posta¢. Ogolnie rGwnanie obrotu
moze by¢ reprezentowane jako:
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dla obrotu wokot osi Y.



W macierzach obrotu podajemy wartosci funkcji trygonometrycznych dla katow (np. dla
0=90" sind = 1 cos = 0) o jakie chcemy obracaé obiekt wokot wybranej osi. Wartosci te
mozna znalez¢ w Tablicach Matematycznych (byta kiedy$ taka ksigzka) , lub dla bardziej
nowoczesnych istnieje mozliwo$¢ obliczenia ich na kalkulatorze. Gdyby jednak nie chciato
si¢ Wam sigga¢ do ksiazek Iub cudow techniki to ponizej w tabelce zamieszcze warto$ci
funkcji dla najbardziej popularnych katow.
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Rys 3. Wartosci funkcji sin6 i cos6 dla wybranych katow

Dla przyktadu policzmy obrét obiektu o kat 0 =45° wokot osi Z. Wyglad macierzy dla tego
kata bedzie nastgpujacy
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Wartosé naszego kata 0=45" odczytujemy z tabelki (rys 2.) Jak mozna zauwazy¢ dla kata
0=45" sin® = cos0 = - Zatem iloczyn macierzy, po podstawieniu odpowiednich warto$ci

przyjmie nastgpujaca postac:
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Korzystajac z Kacika Matematycznego z poprzedniego artykutu obliczymy warto$¢ iloczynu
macierzy obrotu uzyskujac w ten sposéb uktad réwnan opisujacy potozenie wszystkich
punktéw obiektu po wykonaniu przeksztalcenia ( wspotrzedne x,y,z opisuja wspotrzedne



przed przeksztatceniem natomiast x’,y’,z’ po przeksztalceniu). Posta¢ naszego uktadu bedzie
nastepujaca.
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Zatem znowu otrzymali§my wspotrzedne postaci [x’,y’,z’,1], zwane przez nas
wspotrzednymi jednorodnymi, doktadnie tak samo jak w przypadku translacji.

Zauwazmy iz w przypadku obrotu obiektu wokot osi Z zmianie ulegaja jedynie wspotrzedne
X 1y. Analogicznie w przypadku obrotu wokot osi X zmianie ulegna wspotrzegdneyiz,aw
przypadku obrotu obiektu wokoét osi Y zmienia si¢ wspotrzedne x i z.

Nalezy pamigtac iz zgodnie z pierwsza zasada przyjeta w grafice komputerowej wszelkie

przeksztatcenia wykonywane sa w prawoskretnym uktadzie wspotrzednych. (o zasadach
przyjetych w grafice pisalem w poprzedniej czgsci).
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Rys 4. Obroét obiektu wokot osi X w lokalnym uktadzie
wspotrzednych. Razem z obiektem obraca si¢ uktad

Rys 5. Obrot obiektu wokot osi Z w lokalnym ukladzie
wspotrzednych. Razem z obiektem obraca si¢ uktad.

Rys 6. Obroét obiektu wokoét osi Y w lokalnym uktadzie
wspotrzednych. Razem z obiektem obraca si¢ uktad.



To chyba na tyle jesli chodzi o obroty. Do tej pory w celu przesunigcia lub obrocenia obiektu
korzystaliSmy tylko i wylacznie z mnozenia macierzy, a rodzaj wykonywanej operacji zalezat
od postaci macierzy przez ktora mnozylismy macierz kolumnowa ztozona z wspotrzednych
punktu. Skalowanie nie odbiega od ogdlnego przepisu na przeksztalcenia obiektow. W tym
przypadku réwniez korzystamy z mnozenia macierzy. Macierz stuzaca do skalowania obiektu
ma nastgpujaca postac:
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Rys 7. Macierz skalowania obiektu
, gdzie sy , sy , s, 0znaczajq skalg powigkszenia obiektu dla osi X, Y i Z.

Korzystajac z mnozenia macierzy zapisze teraz ogolne rownanie dla skalowania obiektu:
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Wynikiem naszego mnozenia bedzie nastepujacy uktad réwnan:
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Tak jak w przypadku translacji i obrotu, otrzymalismy wspoirzedne postaci [x’,y’,z°,1].

Dla przykladu przyjmy Ze obiekt (np. szescian) zmieniamy w skali do 50% jego pierwotnej
wielkos$ci dla kazdej z osi.. Niech sze$cian bedzie o wymiarach 1x1x1. Umie$§¢my go tak aby
jeden wierzchotek znajdowat si¢ w poczatku uktadu wspoétrzednych (punkt (0,0,0)) (rys 8).

Rys 8. Szescian w skali 100%



Utozymy teraz rownanie opisujace skalowanie szescianu do 50% jego pierwotnej wielkosci
dla punktu o wspotrzednych (1,1,1):
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Pomno6zmy teraz macierze i obliczmy nowe wspotrzedne punktu :

X'=0,5-1
y'=0,5-1
2'=05-1
1=1-1

Stad wiemy ze nowymi wspotrzednymi punktu beda [0.5, 0.5, 0.5, 1] a zatem szeScian
zmniejszy si¢ doktadnie o 50% (czyli inaczej mowiac 0.5).

Dobrnglismy do konca meki matematycznej dotyczacej podstaw transformacji, obrotow
1 skalowania. Tak jak pisatem na poczatku wystarczyto opanowanie jednego tylko dziatania
na macierzach. Na koniec nalezaloby wspomnie¢ o jeszcze jednej, bardzo waznej zasadzie w
grafice komputerowe;j:

Zasada trzecia
Przy wykonywaniu zlozonych transformacji (np. jednoczesne obracanie i przesuwanie
obiektu) , najpierw wykonujemy przesunigcie a dopiero potem obrot.

Wynika to z faktu, iz jak juz wcze$niej napisatem podczas obrotu obiektu, obraca si¢ z nim
uktad wspoétrzednych. W zwiazku z tym przesunigcie obiektu po jego obrdceniu, bedzie sig
odbywac juz w przeksztatconym uktadzie wspotrzednych, a co za tym idzie obiekt wyladuje
nie tam gdzie by$Smy chcieli.

Na zakonczenie tej czgsci zyczg¢ wszystkim udanych transformacji, obrotow i skalowan (oby
maszyny si¢ nie wieszaty od obliczen).
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